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Определение 1. Пусть дана последовательность a0, a1, a2, a3, . . .. Числовым рядом называется выраже-
ние a0 + a1 + a2 + a3 + . . ., а сами числа an — членами ряда.

Сумма Sn = a0+a1+a2+ . . .+an называется n-й частичной суммой ряда. Если последовательность
частичных сумм S0, S1, S2, S3, . . . имеет конечный предел S, ряд называется сходящимся, а число S
называется суммой ряда. В противном случае говорят, что ряд расходится.

Для рядов используют обозначение
∞
n=0

an или кратко


an. Соответственно, если ряд сходится

к числу S, то пишут S =
∞
n=0

an или кратко S =


an.

Задача 1◦. (Необходимое условие сходимости ряда)
а) Докажите, что если ряд


an сходится, то lim

n→∞
an = 0. б) Верно ли обратное утверждение?

Задача 2. Докажите, что ряд с неотрицательными членами сходится тогда и только тогда, когда мно-
жество его частичных сумм ограничено.

Задача 3. Определите, сходятся или расходятся следующие ряды:

а)
∞
n=0

xn; б)
∞
n=1

1

n(n+ 1)
; в)

∞
n=0

n!xn; г)
∞
n=0

(n+ 1)xn; д)*
∞
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)
.

В каждом случае найдите сумму ряда, если она существует.

Задача 4. Пусть α, β ∈ R. Докажите, что если ряды


an и


bn сходятся, то ряд


(αan + βbn) тоже
сходится, причём


(αan + βbn) = α


an + β


bn.

Задача 5◦. Пусть существует такое k ∈ N, что для всех n > k выполняются неравенства 0 6 an 6 bn
(в этом случае говорят, что ряд


bn мажорирует ряд


an). Докажите, что если ряд


bn сходится,

то сходится и ряд


an; если же ряд


an расходится, то расходится также и ряд


bn.

Задача 6. Пусть an > 0 при всех n и a0 > a1 > a2 > a3 > . . .. Докажите, что ряд


an сходится или
расходится одновременно с рядом a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + . . ..

Задача 7◦. (Интегральный признак Коши) Пусть функция f(x) положительна и убывает на [0; +∞).

Докажите, что ряд


f(n) сходится тогда и только тогда, когда существует lim
N→∞

N
1

f(x) dx.

Задача 8. Исследуйте на сходимость ряд
∞
n=1

1

np
в зависимости от параметра p > 0. Сумма этого ряда

(в тех случаях, когда он сходится) обозначается ζ(p) и называется дзета-функцией Римана.

Задача 9. Определите, сходятся или расходятся следующие ряды:

а)
∞
n=1

sin
1

n2
; б)

∞
n=1

tg
1

n
; в)

∞
n=2

1

n lnn
; г)*

∞
n=0

sin(nα), α ∈ R.

Задача 10. Из ряда
∞
n=1

1

n
выкинули все члены, десятичная запись которых содержит цифру 9. Сходится

ли полученный ряд?

Задача 11. Докажите, что для ряда


an с положительными членами, меньшими единицы, следующие
три свойства равносильны:
а) последовательность частичных сумм Sn не ограничена (ряд расходится);
б) произведения (1 + a1) · . . . · (1 + an) · . . . не ограничены;
в) произведения (1− a1) · . . . · (1− an) · . . . стремятся к нулю.

Задача 12*. Докажите, что ряд

p

1

p
, в котором суммирование идёт по простым числам, расходится.
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Задача 13◦. (Критерий сходимости Коши) Докажите, что ряд


an сходится тогда и только тогда,
когда для каждого ε > 0 найдётся такое k ∈ N, что для всех целых n > k и любого m ∈ N выполнено
неравенство |an+1 + an+2 + . . .+ an+m| < ε.

Определение 2. Ряд


an называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд


|an|.

Задача 14. Докажите, что абсолютно сходящийся ряд сходится.

Определение 3. Пусть ряд


an сходится, а ряд


|an| расходится. Тогда ряд


an называется условно
сходящимся.

Задача 15◦. (Признак Лейбница) Пусть an > 0 при всех n, a0 > a1 > a2 > a3 > . . . и an → 0 при n → ∞.
Докажите, что тогда знакочередующийся ряд a1 − a2 + a3 − a4 + . . . сходится.

Задача 16. Исследуйте на абсолютную и условную сходимость следующие ряды:

а)
∞
n=1

sinn

n2
; б)

∞
n=0

(−1)n
2n2 + 1

n3 + 1
; в)

∞
n=1

(−1)n+1 1√
n3 + 1

; г)
∞
n=2

sin πn
12

lnn
.

Задача 17◦. Докажите, что при всех x выполнено: а) sinx =
∞
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
; б) cosx =

∞
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
.

Задача 18◦. Докажите, что равенство ex =
∞
n=0

xn

n!
справедливо а) при x < 0; б) при всех x ∈ R.

Задача 19. Пусть


an сходится абсолютно. Докажите, что тогда ряд


bn, полученный из ряда


an
произвольной перестановкой его членов, также сходится, причём


an =


bn.

Задача 20. а) Докажите, что ряд
∞
n=1

(−1)n+1

n
условно сходится;

б) Переставьте члены этого ряда таким образом, чтобы полученный ряд расходился.
в)* Найдите сумму этого ряда.

Задача 21◦. (Теорема Римана) Пусть ряд


an сходится условно. Докажите, что
а) ряд, составленный из положительных (отрицательных) членов ряда


an, расходится к +∞ (−∞),

т.е. предел последовательности частичных сумм ряда равен +∞ (соответственно −∞);
б) можно так переставить члены ряда


an, чтобы получился как расходящийся ряд, так и сходящийся

с произвольной наперёд заданной суммой.

Задача 22*. Докажите что сумма ряда
∞
n=0

1

2n2 есть число иррациональное.

Задача 23*. Приведите пример последовательности (an), для которой ряд


an сходится, а ряд


a3n
расходится.

Задача 24*. Известно, что an > 0, bn > 0 при всех n и ряды


a2n и


b2n сходятся. Докажите, что ряд
anbn тоже сходится.

Задача 25*. Известно, что an > 0 при всех n и ряд


a2n сходится. Можно ли утверждать, что ряд
∞
n=1

an
n

также сходится?

Задача 26*. Исследуйте на сходимость ряд
∞
n=2

1

n(log2 n)
p

в зависимости от параметра p.
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