
Листок №8.1 Целые числа — 1 02.2015

Определение 1. Пусть a, b ∈ Z, причём b ̸= 0. Говорят, что a делится на b (или что b делит a), если
существует такое целое число c, что a = bc. В этом случае также говорят, что a кратно числу b;
число b называется делителем числа a, а число c называется частным от деления a на b.
Обозначение: a ... b (a делится на b) или b

 a (b делит a).

Задача 1.1. Пусть a, b ∈ Z. Докажите, что если a
... b, то либо a = 0, либо |a| > |b|.

Задача 1.2. Докажите, что 5 не делится на 7. Перечислите все делители числа 5.

Задача 1.3. Пусть a, b, c ∈ Z. Докажите, что а) если a
... c и b

... c, то (a± b)
... c;

б) если a
... c и b — произвольное целое число, то ab

... c; в) если a
... b и b

... c, то a
... c.

Задача 1.4. Верно ли, что любые целые числа удовлетворяют следующим свойствам:
а) если a делится на c, а b не делится на c, то (a+ b) не делится на c;
б) если a делится на b, а b не делится на c, то a не делится на c;
в) если ab делится на c2, то a делится на c или b делится на c?

Задача 1.5◦. а) Докажите, что целое число делится на 4 тогда и только тогда, когда две его послед-
ние цифры образуют число, делящееся на 4.
б) Сформулируйте и докажите признаки делимости на 2, 5, 8, 10.

Задача 1.6◦. Докажите, что целое число делится на 3 (на 9) в том и только в том случае, когда сумма
его цифр делится на 3 (на 9).

Задача 1.7◦. Докажите, что целое число anan−1 . . . a1a0 делится на 11 если и только если знакопере-
менная сумма его цифр (a0 − a1 + a2 − a3 + . . .+ (−1)nan) делится на 11.

Задача 1.8*. Сформулируйте и докажите признак делимости а) на 7; б) на 37.

Задача 1.9◦. (Деление с остатком) Пусть a, b ∈ Z, причём b ̸= 0. Докажите, что
а) существуют q, r ∈ Z такие, что a = b · q + r и 0 6 r < |b|; б) пара чисел q, r единственна.
Если r ̸= 0, то число q называется неполным частным, r — остатком от деления a на b.

Задача 1.10. Найдите неполные частные и остатки от деления −7 на 5 и 2015 на 57.

Определение 2. Пусть a, b,m ∈ Z, причём m ̸= 0. Говорят, что a и b сравнимы по модулю m, если
разность (a− b) делится на m. Обозначение: a ≡ b (mod m).

Задача 1.11. Пусть a, b,m ∈ Z, причём m ̸= 0. Докажите, что a ≡ b (mod m) тогда и только тогда,
когда числа a и b имеют одинаковые остатки при делении на m.

Задача 1.12. Пусть a, b, c, d,m, n ∈ Z, причём m,n ̸= 0. Докажите следующие свойства сравнений:
а) если a ≡ b (mod m) и c ≡ d (mod m), то (a± c) ≡ (b± d) (mod m);
б) если a ≡ b (mod m) и c ≡ d (mod m), то a · c ≡ b · d (mod m);
в) если a ≡ b (mod m), а k ∈ N, то ak ≡ bk (mod m);
г) если a ≡ b (mod m · n), то a ≡ b (mod m).

Задача 1.13. Найдите остатки от деления а) 22015 на 3; б) 3777 на 5; в) 57179 на 7; г) 75
2015 на 9.

Задача 1.14. Известно, что x ≡ 17 (mod 24). Какой остаток даст x при делении на 3, 4, 6 и 8?

Задача 1.15. Какой остаток может дать x при делении на 24, если известно, что
а) x ≡ 3 (mod 8) и x ≡ 2 (mod 3); б) x ≡ 5 (mod 6) и x ≡ 1 (mod 4)?

Задача 1.16*. Докажите, что из любых n целых чисел можно выбрать несколько (возможно, только
одно), сумма которых делится на n.
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Листок №8.2 Многочлены — 1 02.2015
Обозначения: R[x] — множество всех многочленов с действительными коэффициентами, Z[x] — мно-
жество всех многочленов с целыми коэффициентами, deg(f) — степень многочлена f .
Определение 3. Пусть f, g ∈ R[x], причём g ̸= 0. Говорят, что f делится на g (или что g делит f),
если существует такой многочлен h, что f = gh. В этом случае многочлен g называется делителем
многочлена f , а многочлен h называется частным от деления f на g.
Обозначение: f ... g (f делится на g) или g

 f (g делит f).

Задача 2.1. Пусть f, g ∈ R[x]. Докажите, что если f
... g, то либо f = 0, либо deg(f) > deg(g).

Задача 2.2. Докажите, что (x2− 1) не делится на x3. Перечислите все делители многочлена (x2− 1).

Задача 2.3. Пусть f, g, h ∈ R[x]. Докажите, что а) если f
...h и g

...h, то (f ± g)
...h;

б) если f
...h и g — произвольный многочлен, то fg

...h; в) если f
... g и g

...h, то f
...h.

Задача 2.4. Верно ли, что любые многочлены удовлетворяют следующим свойствам:
а) если f делится на h, а g не делится на h, то (f + g) не делится на h;
б) если f делится на g, а g не делится на h, то f не делится на h;
в) если fg делится на h2, то f делится на h или g делится на h?

Задача 2.5◦. (Деление с остатком) Пусть f, g ∈ R[x], причём g ̸= 0. Докажите, что
а) существуют q, r ∈ R[x] такие, что f = g · q + r и либо r = 0, либо deg(r) < deg(g);
б) пара многочленов q, r единственна.
Если r ̸= 0, то многочлен q называется неполным частным, r — остатком от деления f на g.

Задача 2.6. Найдите неполные частные и остатки от деления а) 10305 на 102;
б) x4 + 3x2 + 5 на x2 + 2; в) x4 + 3x2 + 5 на x2 + x+ 2; г) x4 + 3x2 + 5 на x− 1;
д) x4 + 3x2 + 5 на x− c, где c ∈ R.

Определение 4. Пусть f, g, h ∈ R[x], причём h ̸= 0. Говорят, что f и g сравнимы по модулю h, если
разность (f − g) делится на h. Обозначение: f ≡ g (mod h).

Задача 2.7. Пусть f, g, h ∈ R[x], причём h ̸= 0. Докажите, что f ≡ g (mod h) тогда и только тогда,
когда многочлены f и g имеют одинаковые остатки при делении на h.

Задача 2.8. Пусть f1, g1, f2, g2, h, s ∈ R[x], причём h, s ̸= 0. Докажите следующие свойства сравнений:
а) если f1 ≡ g1 (mod h) и f2 ≡ g2 (mod h), то (f1 ± f2) ≡ (g1 ± g2) (mod h);
б) если f1 ≡ g1 (mod h) и f2 ≡ g2 (mod h), то (f1 · f2) ≡ (g1 · g2) (mod h);
в) если f1 ≡ g1 (mod h), а k ∈ N, то fk

1 ≡ gk1 (mod h);
г) если f1 ≡ g1 (mod h · s), то f1 ≡ g1 (mod h).

Задача 2.9. Известно, что f(x) ≡ x2 (mod (x4 − x3)). Какой остаток даст x при делении на (x − 1),
x, (x2 − x) и x3?

Задача 2.10. Какой остаток может дать f(x) при делении на (x4 − x3), если известно, что
а) f(x) ≡ x2 (mod x3) и f(x) ≡ 1 (mod (x−1)); б) f(x) ≡ x (mod (x2−x)) и f(x) ≡ 0 (mod x2)?

Задача 2.11◦. (Теорема Безу) Пусть f ∈ R[x], c ∈ R. Докажите, что
а) остаток от деления многочлена f на двучлен (x− c) равен значению f(c) многочлена в точке c;
б) многочлен f делится на двучлен (x− c) тогда и только тогда, когда f(c) = 0.

Задача 2.12*. Сформулируйте и докажите признак делимости а) на (x3−1); б) на (x2+x+1).

Задача 2.13. Докажите, что число различных корней ненулевого многочлена не более его степени.

Задача 2.14. Пусть f ∈ Z[x], m,n ∈ Z. Докажите, что число f(m)− f(n) делится на число m− n.

Задача 2.15. В выражении (x5 − 6x4 + 5x2 + 1)2015 раскрыли скобки и привели подобные. Найдите:
а) коэффициент при x0 (свободный член); б) сумму всех коэффициентов;
в)* сумму коэффициентов при чётных степенях получившегося выражения.
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