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Определение 1. Пусть (Ω, P ) — вероятностное пространство. События A и B называются независимы-
ми, если P (AB) = P (A) · P (B). События A1, A2, . . . , An называются независимыми в совокупности,
если для любого подмножества {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n} выполнено P (Ai1 . . . Aik) = P (Ai1) · . . . · P (Aik).

Задача 1. Из 52 карт случайным образом выбирается одна карта. Независимы ли события
а) «выбрать валета» и «выбрать пику»; б) «выбрать валета» и «не выбрать даму»?

Задача 2. Пусть события A и B независимы. Являются ли независимыми
а) события A и A; б) события A и A; в) события A и B; г) события A и B?

Задача 3. Вероятность того, что Тане что-то приснится, равна p, а вероятность того, что Тане приснятся
розовые слоники, равна q. При каких условиях это независимые события?

Задача 4. Приведите пример n событий, не являющихся независимыми в совокупности таких, что лю-
бые (n− 1) из них независимы, если а) n = 3; б) n — произвольное число, большее трёх.

Задача 5◦. Сформулируйте определение вероятностного пространства для счётного множества Ω.

Определение 2. Случайной величиной на вероятностном пространстве (Ω, P ) называется произволь-
ное отображение ξ : Ω → R. Функцией распределения случайной величины ξ называется отображение
Fξ : R → [0; 1], заданное соотношением Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) 6 x}.
Задача 6. Изобразите график функции распределения случайной величины ξ, где

а) ξ(ω) = a — константа a ∈ R; б) ξ(ω) =


1, если ω ∈ A
0, если ω /∈ A

— индикатор события A ⊂ Ω;

в) ξ(ω) =


1, если ω = «орёл»
0, если ω = «решка» при однократном подбрасывании монеты;

г) ξ(ω) — номер грани, выпавшей при однократном бросании кубика;
д) ξ(ω) — количество «орлов», выпавших при трёхкратном подбрасывании монеты.

Определение 3. Математическим ожиданием случайной величины ξ, заданной на конечном (счётном)
вероятностном пространстве (Ω, P ), называется сумма (ряд, при условии, что он сходится абсолютно)
Eξ =


ω∈Ω

P (ω) · ξ(ω) =

x

x · P{ω : ξ(ω) = x}. Обозначение: Eξ или Mξ.

Задача 7. Найдите математические ожидания случайных величин, определённых в задаче 6.

Задача 8. В городе NN у каждой семьи по два ребёнка, а в городе ZZ принято рожать детей до тех пор,
пока не появится мальчик. В каком из этих городов доля мальчиков больше?

Задача 9. Серёжа предлагает Коле заплатить один рубль за право кинуть три кубика. Взамен Серёжа
обещает Коле столько рублей, сколько раз выпадет шестёрка, плюс один рубль, если она выпала хотя
бы раз. Стоит ли Коле соглашаться?

Задача 10◦. Пусть ξ и η — две случайные величины, c ∈ R. Докажите, что
а) E(cξ) = cE(ξ); б) E(ξ + η) = E(ξ) + E(η).
Задача 11. В мешке имеется n шаров, из них m белых. Аня k раз достаёт оттуда шар, не возвращая
его обратно. Найдите математическое ожидание количества извлечённых белых шаров.

Задача 12. В колонну по одному случайным образом выстроилось n солдат. Если более низкий солдат
стоит непосредственно за более высоким, то генерал его не видит. Сколько в среднем солдат генерал
не видит?

Задача 13. У Вани было n конвертов, пронумерованных от 1 до n, и n карточек с такими же номерами.
Ваня тщательно перетасовал карточки и случайным образом вложил их в конверты.
а) Найдите среднее число карточек, которые окажутся в конвертах с тем же номером.
б) Найдите вероятность того, что ни одна карточка не окажется в конверте с тем же номером.
в) Подсчитайте среднее число циклов в случайно выбранной перестановке.
г) Чему равна средняя сумма квадратов длин циклов в случайно выбранной перестановке?
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Задача 14. В каждую жвачку «Love is...» вложен один из n вкладышей, причём распределение вкла-
дышей по жвачкам равномерное. Сколько в среднем жвачек должна купить Полина, чтобы собрать
полную коллекцию вкладышей?

Задача 15. Саша раздобыл редкую монету, и подбрасывает её, пока не выпадет «орёл».
а) Каково математическое ожидание S числа подбрасываний (включая последнее, с «орлом»)?
б) Объясните почему выполнено соотношение S = 1

2
+ 1

2
(1 + S).

в) А каким будет математическое ожидание числа подбрасываний, если Саша останавливается, только
получив двух «орлов» (не обязательно подряд)?

Задача 16. Гриша и Дима подбрасывают симметричную монетку. Гриша выигрывает при выпадении
двух «решек» подряд, а Дима — при выпадении подряд «орла» и «решки».
а) Каковы вероятности выигрыша каждого из игроков? Объясните «на пальцах», почему они разные.
б) При какой вероятности выпадения «орла» игра будет честной?

Задача 17. В урне лежат 1 белый и 99 чёрных шаров. Аня и Таня не глядя достают по одному шару,
после чего Аня перекрашивает свой шар в цвет шара, который достала Таня. Затем шары возвращаются
в урну, и всё повторяется заново. Через сколько времени в среднем все шары в ящике станут одного
цвета, если на одну операцию уходит одна минута?

Геометрическая вероятность.
По техническим причинам в этом разделе соблюсти должную строгость нам не удастся, так что

в большей степени придётся опираться на интуицию и соображения «разумности». Подумайте, какой
смысл целесообразно вкладывать в формулировки предлагаемых ниже задач.
Задача 18. На паркет, составленный из правильных шестиугольных плиток со стороной a, Дима уронил
монету радиуса r. Какова вероятность того, что монета оказалась целиком на одной из плиток?

Задача 19. Серёжа приходит на матан в произвольный момент времени первого урока, а Саша в любой
момент второго урока может убежать к врачу. На сдачу одной задачи уходит 5 минут. Какова вероят-
ность того, что Саша успеет сдать хотя бы 3 задачи, если на перемене Серёжа задачи не принимает?

Задача 20. (Игла Бюффона) На тетрадный лист «в линейку», расстояние между линиями которой рав-
но l, Саша уронила иголку длины l. Какова вероятность того, что иголка пересекла одну из линий?
а) Вычислите эту вероятность, применив интегрирование.
б) Найдите эту вероятность, воспользовавшись линейностью математического ожидания.

Задача 21. (Парадокс Бертрана) Хайдар попросил найти вероятность того, что радиус данной окруж-
ности меньше длины случайной хорды, проведённой в этой окружности. Какой ответ получится у
а) Феди, который строит хорду, случайным образом выбирая её середину в круге;
б) Максима, который строит хорду, считая её направление заданным, и выбирая случайным образом
её середину на диаметре, перпендикулярном этому направлению;
в) Глеба, который строит хорду, закрепив один из её концов, а второй выбирая произвольно?

Задача 22. Глеб, Артём и Саша случайном образом выбрали на окружности по одной точке. Какова
вероятность того, что треугольник с вершинами в этих точках будет
а) остроугольным; б) прямоугольным; в) тупоугольным?

Задача 23. Глеб и Саша продолжили свои изыскания и случайном образом выбрали по одной точке на
отрезке [0; 1]. Получилось три отрезка меньшей длины.
а) Докажите, что все три получившиеся отрезка имеют одинаковое распределение.
б) Найдите вероятность того, что средний отрезок получился длиннее крайних.
в) Найдите вероятность того, что из трех полученных отрезков можно сложить треугольник.
г) Какова средняя длина отрезка, в который попала середина исходного отрезка?
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