
Ââåäåíèå â òåîðèþ ãðóïï

Ëèñòîê 1

Ãðóïïû: îñíîâíûå ñâîéñòâà è ïðèìåðû.

Îïðåäåëåíèå 1 Íàïîìèíàíèå. Ìíîæåñòâî G ñ îïåðàöèåé ∗ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ∀x, y, z ∈ G (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) (àññîöèàòèâíîñòü);
2) ∃e ∈ G ∀x ∈ G e ∗ x = x ∗ e = x (ýëåìåíò e íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé ãðóïïû G);
3) ∀x ∈ G ∃y ∈ G x∗y = y∗x = e (ýëåìåíò y íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì äëÿ x è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç x−1).
Çíàê ∗ ÷àñòî îïóñêàåòñÿ, ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ∗ ê ýëåìåíòàì x è y çàïèñû-

âàåòñÿ ÷åðåç xy.

Çàäà÷à 1. Êàêèå èç óêàçàííûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ ñ îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè?
à) (N,+), (Z,+), (Q,+), (R,+).
á) (N, ·), (Z, ·), (Q, ·), (R, ·).
â) (N \ {0}, ·), (Z \ {0}, ·), (Q \ {0}, ·), (R \ {0}, ·).

Çàäà÷à 2. Êàêèå èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè:
à) ìíîæåñòâî äâèæåíèé (íàëîæåíèé) òðåóãîëüíèêà;
á) ìíîæåñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ (ñäâèãîâ) ïëîñêîñòè;
â) ìíîæåñòâî çåðêàëüíûõ ñèììåòðèé (îòðàæåíèé) ïëîñêîñòè?

Çàäà÷à 3. Íàðèñóéòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 5 è 6.
à) Êàêèå èç ïîëó÷åííûõ ìíîæåñòâ ñ îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè? Åñëè íåò, òî

êàêèå ýëåìåíòû íóæíî óáðàòü, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ñòàëî ãðóïïîé?
á) Íàéäèòå −2 è −4 ñðåäè îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 5 è ñðåäè îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 6.
â) Íàéäèòå 1

2
è 1

4
ñðåäè íåíóëåâûõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 5.

Çàäà÷à 4. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå Sn?

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå âñå ðàçëè÷íûå (íå èçîìîðôíûå ìåæäó ñîáîé) ãðóïïû è ïðèäóìàéòå
èõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ

à) èç äâóõ ýëåìåíòîâ;
á) èç òðåõ ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå ãðóïïû ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: ãðóïïà ýòî ìíî-
æåñòâî ñ òàêîé àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé, ÷òî ëþáîå óðàâíåíèå âèäà ax = b èëè ya = b
èìååò îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå.
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